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1. Introduction. Considerons υn ouvert borne Ω de Rn assez rόgulier et
un opόrateur diffέrentiel d'ordre m dans Ω: Jl(x, D)= 2 aJx)D*. Supposons
|Λ|<»
JL uniformέment elliptique positif sur Ω ct soit A une realisation dans L2(Ω)
de Jl de domaine D(A)^H
m
(Ω,). Si de plus les coefficients a
a
 sont C°° et
bornes sur Ω, A όtant autoadjoint semi-borne, S. Agmon [3] a έtabli sur la
repartition du spectre (λ; )y>0 de A le resultat:
N(t) = 21 = 7-r
pour tout (9<l/2 ou ίy=(2
Λ
r)
Si Γon suppose seulement que A est la perturbation d'un operateur autoad-
joint, Pham The Lai [8] a obtenu les formules asymptotiques :
N.(ΐ) = 2 1 =
-
pour tout 0<l/2.
Lorsque les coefficients α
Λ
 ne sont pas C°°, Maruo-Tanabe [6] puis Maruo
[5] ont gάnάralise les formules ci-dessus en supposant A variationnel et a
ay pour
\a\-m, satisfait a une condition de Holder,
Nous nous proposons dans cc travail d'etablir des resultats analogues dans
le cas non variationnel, pour des operateurs elliptiques obtenus pratiquement
comme perturbation d'operateurs autoadjoints.
2. Hypotheses, notations, resultats. On se donne Jl(x, D)= 2 a*(x)D"|Λ|<»«
un opάrateur diffόrentiel d'ordre m>n dans Γ ouvert bornά Ω de Rn
On fait les hypotheses gόnerales, notees (HQ)y qui suivent:
( i ) Ω a la propriete du cone





eL°°(Ω) pour |a\ <τw et a
Λ
 continu sur Ω pour \a\=m
(iv) Jί est uniformέment elliptique reel sur Ω, c'est-a-dire que JV(x, ξ)=
Σ
 a<*(x)ξ* est reel pour tout (x, ξ)^Ω,xRn et qu'il existe E>0 telle que:
\Λ\ —m
\ JL\x, ξ}\^E \ξ\m pour tout (x, ξ)£ΞΩχRn.
Nous introduisons maintenant les classes de fonctions auxquelles appartien-
dront les coefficients a
Λ
 pour \a\=m.
Pour h reel, 0</z<l, ondesignepar MA(Ω) la classe des fonctions/bornees
et mesurables sur Ω telles qu'il existe g mesurable sur Ω verifiant:
I/O*)—/(*OI <^)k—^Ί* Pour tout (x> ^)eΩxΩ et
On dάsigne par M
Λ+1(Ω) la classe des fonctions / bornees telles que pour tout
multiindice γ, 1 7 1 =1, DΊf existe et Z)γ/eM
Λ
(Ω). Remarquons que la classe Mh
est strictement plus grande que la classe des fonctions hϋlderiennes d'ordre h.
Par exemple f(χ)=\/x sur ]0, 1[ est hϋlderienne d'ordre<^- par contre
/ e M jQO, 1 [). Plus generalement toute fonction/ e C(Ω) verifiant : | grad /(ΛJ) | <
est un
 element de M^Ω) si Ω est assez rέgulier.
Γ\(x)
Nous f erons successivement sur Jl les hypotheses suivantes :
(Rk) αΛ<ΞM/z(Ω) pour |α| — m
(Rh+1) αrteMA+1(Ω) pour \a = m .
Dans tout ce travail nous considerons une rάalisation A de Jl(x, D) dans
L2(Ω) de domaine D(Λ) et nous ferons sur cette realisation les hypotheses
suivantes:
(H,) ( ί )
(ii) L'ensemble resolvant ρ(A) de A est non vide
(iii) (Jl'(x, D)u, u) est reel pour tout u^D(A)
(iv) L'adjoint A* de A vέrifie les memes proprietέs que A\ c'est-a-dire
que A* est la realisation dans L2(Ω) d'un operateur differentiel Jl^x, D) d'ordre
m verifiant (H0) et (Hλ] (i), (ii) et (iii). Sous les hypotheses prέcedentes on sait
[1] que le spectre de A est constitue d'une suite (λ; )7^0 de valeurs propres que
Γon range par ordre de module croissant, chaque valeur propre έtant repetee
suivant sa multiplicite. On a:
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lim I λ; I = + oo .j-*+<*>
L'etude de la repartition du spectre de A se fait classiquement en intro-
duisant les quantites suivantes:
N4t)= Σ i ; W _ ( f ) = Σ \
pour
On pose: ΛΓ(0)=Λ^(0)==ΛL(0)=0
7+ = (2n)A dx( dξ τ_ = (2π)-*{ dx\ „ dξ\JΩ Jo<^ (*,£)<ι JΩ J-KcΛ'^jXo
Ύ = 7++Ύ-
Nous nous proposons ici d'etablir le resultant suivant:
Theoreme 1. Sous les hypotheses precedentes, on a lesformules asymptotίques:
N+(t) = γ+tH/
N-(t) — γ_t*'
pour tout θ<r~ si Jl verifie (Rk); pour tout θ<τ si verifie (Rh+l).
REMARQUES. 1) Si Jl verifie (R2) les formules sont valables pour tout θ<-=-.
Le theoreme etend done les formules de Pham The Lai [8] aux operateurs pour
lesquels les coefficients de la partie principale sont deux fois continument deri-
vables sur Ω.
2) Dans le cas ou A est autoadjoint positif et a
Λ
 est continument derivable
sur Π pour \a\=m notre resultat est moins bon que celui de G. Metivier [7]
qui obtient la formule pour 7V+ avec 0=-~-. Cependant notre methode a Γavan-
tage de fournir des formules asymptotiques pour la resolvante de A et de pre-
ciser le comportement de N(t) de chaque cote de Γaxe reel. Ce qui permet
d'englober le cas des equations differentielles (w= 1) d'ordre impair. Pour les
operateurs associes a ces equations le symbole principal <JL'(x, ξ) change de signe
et le spectre peut s'etaler egalement de chaque cote de Γaxe reel.
La demonstration du theoreme se fera par la methode dite indirecte de
Carleman-Agmon qui consiste a etudier le comportement en λ du noyau de la
resolvante (A — λ)"1 sur la diagonale de ΩxΩ. La formule de Pleijel [9] et la
formule "abelienne" associee [8] permettent d'en deduire le comportement des
fonctions N+ et 7V_ .
3. Inegalites de base. Dans tout le paragraphe on fixe un point
On designera par C, C^,y entier> 1, Cf , C" , C'" des constantes reelles>0 ne
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dependant pas de XQ. Pour tout p>0, QP(XQ) dέsigne lecubede Rn centre en x0
de cόtά p.
Pour k entier>0, | |*,o (resp. | \ k t p ) dέsigne la semi-norme
Σ \D*u\2dx)W sur 1'espace de Sobolev Hk(ίl) (resp. Hk(Qp(xQ))) et || |U
(resp. || ||*.P) la norme u-*(\
Si T est un opέrateur lineaire continu de L2(Ω) dans lui-meme (resp. de
L2(Qp) dans lui-meme) on designe par \\T\\k la norme de Tconsiderό comme ope-
rateur de L2 dans Hk si Im T^Hk. Nous enonςons d'abord trois lemmes
indόpendants de la donnee de A.
Lemme 3.1. // existe C>0 ne dependant que des entiers m et n telle que:
pour tout u(=H
m
(Qf(x0)); p<0; €e]0, 1[; 1< |γ | <w-l.
Dέmonstration. On part de Γinέgalitέ d'interpolation classique dans j5ι( *o)
On applique cette inόgalitά avec v(x)=u(ρ x).
Lemme 3.2. // existe une constante C>Q ne dependant que des entiers m et
n telle que: pour tout opέrateur lineaire continu de L2(Qp(xQ)) dans lui meme verifiant:
Im T<Ξ:H
m
(Qp(x0)), Im T*^Hm(Qp(x0)) avec m>ny on a: T est un operateur inte-
ly de noyau K(x, y) continu et borne sur Ωx Ω verifiant de plus:
pour tout (x, y) ε QJ&) X Qf(x0).
Dέmonstration. D'aprέs Agmon [2] le lemme est verifiέ pour p=l. On
precede ensuite par homogenέitέ en posant
(φfv}(X) = *(-*); (φ"u)(x) = u(pX); S=φ'.T φf.\ p /
Lemme 3.3 (Maruo-Tanabe [6]). Soit ^eCo(Λ), paire, Supple
Γ-M-1/2, 1ΓW} et { φ(x)dx=l.JΛ
Pourx=(x\ •••, xn), S>Qyposons φ(x)=φ(xl) <ρ(xn), φ,(x)=ε'nφ(x/ε). Soit
f e C(Ω) admettant des deήvees partielles ϋ1/ pour \ γ | = 1 bornees sur Ω.
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Posons:
f(x0)+ Σj(* '-*i) a^
= Σ β|β6|=»ί
» δ) = Σ Sup |β
Λ
(*)-α
oϊt #!=(#!, ••-, Xι) est le point ^intersection de la sphere:
{x: \x~-x0\ =8} et du segment joignant x0 a x. On a alors les proprietes:
( i ) <Pt*f*^C°°(Rn)
(ii) Siε<Syφ^f()(x)=f0(x) pour x-xQ\<8-£
n 9
Ξ δ§ 9 '^^ °)
Nous introduisons maintenant des approximations de Γopέrateur Jl par des
operateurs a coefficients C°°.
Posons:
et
Si de plus Jl vέrifie (Λ1+A) on 1'aρproche de la maniere suivante: Soient
0<6<δ, Λ/r<ΞC7(ΛM), 0<ι|r<l et i|r(jc)=l si #eΩ. Pour |α |=w posons:
a
*^(x)—<P&a«fl(x) (a*,o associe ^ α
Λ
 par le lemme 3.3) et b
Λ
(x)=Λlr(x)a<Λtl(x)+
( 1 — ψ(x))a
Λ
(x0) pour x^Rn.




Γadjoint formel de _®(#, Z>). Posons enfin:
$s(Xj D) - -1 [j®(*, Z))+^32( ,^ Z))] .
Zj
<JίXQ(D) et ^(Λ?, D) sont formellement autoadjoints, ils admettent done des
realisations autoadjointes uniques dans L2(Rn) que Γon note respectivement A0
et B8 de domaίne D(A0) et D(B8), verifiant: D(A0)=D(B8)=Hm(Rn).
Posons
ω,(*b, δ)=Σ Sup |a»-ft
a
(^)|
(remarquons que la partie principale de 1B8 est <B).
Dans les deux lemmes qui suivent nous ctahlissons un certain nombrc
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d'inegalites a priori en suivant le parametre λ pour A—λ, AQ—\
 et
 <Ba'—λ, ainsi
que pour les adjoints.
Lemme 3.4. // existe une constante C>0 ne dependant que de Γoperateur A
telle que:
( i ) I^|O,Ω<TF^-~\(A-\)u\QfΩ pour tout u(ΞD(A)y | λ |> l11m X |
et
(i*) u\^Q<—^—\(A*-\)u\1ίQ pour tout uGD(A^)9 | λ |> l1 1m λ|
et




( iii) // extste δ0 ί^/ que : \u k Rn < C -* — ^  -- | (J98 — λ)w 1 0 R" pour tout| I m λ |
Demonstration, (i) et (i*) voir | 8 1 , lemme 4.1.
(i i) Provient de Γinegalite:
>Ek/m \Im\\
pour \a\ ~ky par transformation de Fourier,
(iii) B5 έtant autoadjoint, on a (1) ||(Be—λ)«||0^ |Im λ| |Mlo» u^Hm(Rn).
D'autre part: (2) INL
D'apres la definition de B8 et le lemme (3.3) on a (3) ||^40w||0< ||j?1tέ||0+
CaδlNL+C' IML^+IMIo. L'inέgalitό d'interpolation: ||^|L-1<C(£l--||W||0+
fJlnlL), θ^JO, 1] et (2) entrainent qu'il existe S0>0 tel que: (4) ||«|L<
C/dlBβttHo+llMllo) pour tout u^H
m
(Rn] et δ<δ0.
1) et (4) entrainent facilement (iii) pour k— 0 et k=m.
Le cas genέral s'obtient par interpolation.
Lemme 3.5. (i) // existe une constante Cj>0 ne dependant que de A telle
que:
-V^I Im λ I p
pour tout u^H
m
(Qp(xQ))', λ φ j β ; 0 < Λ < τ w ; p ^ \\\~1/nι.
(ii) Pour tout entier /> 1 il existe une constante C^One dependant que de A
et j telle que:
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/ I Λ I ι-(i/«)V
I Im λ I \ p I Im λ | /
] | -vpour tout u^Hm(Qp(x0))', xejΞ/ί; 0<k^m et p>I 1m X |
Demonstration. Soit f e CSX^O)), 0 < ξ < 1 et ?(*)= 1 si ΛJ e <91/2(0) Posons
) = : f l l Alors £peC7(ρp(*o)) De plus il existe K>0 telle qυe:p
(5) \Dβζp(x)\ < - - pour tout Λ;ei?w et 0< |/8|<w. On α:
P\β\
du lemme 3.3 (ii) on deduit:
I Im λ I
lβ+yi = *





(6) entraine facilement (i) et (ii) s'en deduit par recurrence sur^'.
On a un lemme analogue pour B8 :
Lemme 3.6. (i) // existe une constant e C^O ne dependant que de A et \\τ
telle que:
i ~l/m




(ii) Pour tout entίer /> 1, // existe une constante C;>0 we dependant que de A
et ψ telle que:
|l-(l/w
\ p I Im X I κ|L)J
I -v I 1-(1/IW)
pour tout.u&H
m
(Qp(xt))', 0<^<m; XφΛ, |X| >1, δ<δ0 ^p>-'^Im X
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4. Comportement asymptotique du noyau de (A— λ)""1
Lemme 4.1. (i) // existe une constante C> 1 telle que la region du plan
complexe 51= {λ : | Im X | > C(l + λ | )l"lfm} verifie SI c p(A). On a de plus :





Im λ I I Im
Demonstration. [8] lemme 4.1.
La proposition suivante est une etape essentielle pour la demonstration du
thέoreme 1. Posons ρ
λ
(xQ)^(2π)~H\ * ----------- pour #0eΩ; \&R.JR* <J'(x0, ξ)—\
Proposition 4.2. (i) Pour tout \^p(A) Γoperateur T
λ
=(A—\)'1 est un
opέrateur integral de noyau K
λ
(x, y) continu et borne sur Ωx Ω. De plus il existe
une constante C0>0 ne dependant que de Ω, m et n telle que
(E,) I K
λ
(x, y)\<C0 T'^ /W- pour x e ίft (x, y) e Ω x ΩI Im X I
(ii ) // ixάfe ww^ constante C^O ne dependant que de A telle que:
(E2) \Kx(x0y x0)~Pλ(xQ
pour tout xQZΞΩ,, xeίlrf >p> |X|- 1 / W ίV w
(iii) Pot/r ίowf inftir > 1 , il existe C
 } >0 ne dependant que de A et j telle que :
(E ) IK
 x
(x , x ) — pΛx ) I < C -L--1 — -1— — (ω (x , \/n p)+ Γ;
 | Im X | L | I m X|
/ I X | !-(!/») V
_|_I
\ p I Im X |
N/w |Im X|
Demonstration, (i) resulte de lemme 4.1 et du thέoreme 3.1 de [2]. (ii)
et (iii): Posons
Pour/ entier > 1 8θient/eL2(Op/2χ3Co)),/ιeI,2(Ω) (resp./2e/,2(Λ")) les pro-
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longements de / par 0. Posons :
S(j) est un operateur borne de L2(Qp/2j(x0)), integral, de noyau Gl?\x, y) con-
tinu et borne. On a de plus: G(^(xy y)=Kλ(x, y)—Fl(x—y).
Posons u= T
λ
f1—(Fχ*f2) \ Q. Le lemme 3.5 donne:
( 7 )
1m






fl9 il en rόsulte:
oύ M est une constante ne dependant que de A.
D'apres le lemme 3.4, (i), on α:
(9) - - 1 * 1 " "
Imλ |
pour 0<A<m. De (7), (8) et (9) on dάduit:
On a une estimation analogue pour Γadjoint de S(j^ et le lemme 3.2
applique & 5i;) donne les estimations (E2) et (£3).
Etudions le noyau K{(x, x) de (B8— λ)'1 qui existe pour tout λ<$Λ et est
bornέ sur Rn X Rn. Le lemme suivant est une consequence immέdiate du lemme
(3.4).







La demonstration de la proposition suivante est analogue & celle de la pro-
position 4.2.
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Proposition 4.4. Supposons que Jί verifie (Rh+ι). Alors
( i ) // existe une constante C{>§ne dέpendant que de A et -ψ telle que:
1 λ I <— >/•
-
\ I Im λ I
[ I -v i -ι/ί»ηω^o, V/^ P)+1^J -
P J
pour toutx0(=Ωy XGΞ^; l>p> |λ|~1/wί.Vtt
(ii) Pour tout entier y> 1 z7 ixάfe tme constante Cj>0 ne dependant que de A,
Al^ Γ-lMH.,,*. vϊ rt+ i x i
Im λ I L I Im λ m
pour tout x0ζΞΩ,; λGΞ.&; >p> |λΓ"(1/<l>) ^V n I Im λ I
Proposition 4.5. Pour tout (9, 0<0< — et pour tout 0<£<δ<δ0 ίl existe
une constante C
ε





 I λ I («-»1-v/tn pour tout Λ;0eΩ, λ^5i verίfiant | Im λ | > | λ 1 1~((0W).
Dόmonstration. On applique le thέoreme 3.1 de [4] ou encore le theoreme
(3.6) de [8] en remarquant que les constantes qui interviennent ne dependent que
d'un majorant des coefficients, ainsi que de leurs derivees, de Γopόrateur differen-
tiel J$8(x, D). Or il est facile de voir qu'il existe un tel majorant independant
de*0.
Proposition 4.6. Supposons que Jl verifie (Rh+ι). Alors:
( i ) Pour tout θ, Q<θ< — , il existe une constante Cl > 0 ne dependant que de A^
L*ι
et θ telle que:
(EB) \Kλ(x0,x0)-pλ(x0)\
r 1 λ I (n-m^^n - p\ I Im λ I / L p
pour tout #0eΩ, λe5i, -i^l>p> |λ|"1/wί ^ |Im λ|> Iλl1"^"0Vn
(ii) Powr ίowί ^, 0<0<-— et pour tout entier j^l il existe Cj>0 ne dependant
que de A, ψ, θ, j telle que:
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(E7)
tout
I Im λ I L I Im
^^
I 1-(!/»)
I Im λ I
Dόmonstration: Rόsulte des propositions 4.4 et 4.5.
5. Repartition du spectre de A




est absolument convergente pour tout
On a de plus:
— λ
Lemme 5.1 (Pham The Lai [8]). // existe C>0
+ 00 1 +00 -I
Σp^-r -Σ- -T/ = o K e X ί — λ / = °λ f —λ
c i λ i ( -"»•• •./ |λ| y
Lemme 5.2.
:^ <|X|-1.
(i ) Suposons que Jί verifie (Rh). Alors: pour tout couple de reels (θ, ff) verifiant




verifiant \ Im λ
(ii) Supposons que Jl verifie (Rh+1) Alors: pour tout couple de reels (θ, θ')




1 λ I (""β)
tow* λ^5i veήfiant \Im.\\ ^ Iλ)1"^^.
Demonstration. On considέre la partition de
Ω =Ω 0 UΩ 1 UΩ 2
" I λ i
i x r ^ L o g i x i ]
oύ:
Vn
Les hypotheses de rέgularitέ sur Ω et (E^ entrainent:
| l m χ |
Ensuite sur Ω! on applique (E2) avec p~ \λ et sur Ω2 on applique (E5)Vn
avec p— I X | -c1-0')/"1. Aprόs integration, prenant j assez grand, on obtient (£8).
(ii) s'etablit de la meme maniere a Γaide des estimations (£Ί), (£4) et
Lemme 5.3. On a le compσrtement suivant pour la function N(t):
N(t) = <y.t*
pour tout si Jί verifie (R
Λ
); pour tout si JI verifie Rk+19 oilh+2
dx{ , dξ.
Ω J\^^'(x,^\<\
Demonstration. On utilise la mέthode de [8]. On choisit la determination
suivante de la puissance #,
On a encore
(10) /(λ) = ^ 7=^ Σ (Re _ , = x ~
pour
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On choisit une rάgion S) du plan complexe de la forme:
de sorte que si λej® alors±ίV:=::λ^5i={λ^Cr, |Im λ|
On dέduit Γinέgalite suivante: X<E.S, έ/(λ)>2|λ|1'"(0/2lw) entrainent
(11) |/(X)-(-X)<*-2w)/2wί\ Im pt(x)dx\JQ
2 1 λ I <"-ϊ">/ϊ"( I λ I -*<ι- '>/2»+1 x I -ι/*») Log I λ I
si <^ ? vέrifie (Rk). On deduit alors le comportement de N(t) de celui de/(λ) par
la formule de Pleijel [9] qui s'άcrit ici:
(12) \I(t)-N(\/Γ) I <a(\+π~2)tl-W2mϊ Iflt+isΛ1-™2*)) \
oύ a est un rέel>0 assez grand et /(ί)=—
r
- 1 /(λ)t/λ, Z/(ί) όtant une courbe
2iπ JLM
orientέe joignant ί+iat1"<β/2" ^ & ί— iat1"^2^ dans C—R+. Si cJ vέrifie (Λ
Λ+1) on
a Γinέgalitέ (11) en remplaςant h par (A+l). On termine de la meme maniόre.
Pour sέparer N+ et N- dans N on utilise une formule rάciproque de la
formule de Pleijel:
Lemme 5.4 (Pham The Lai [8]). Soit σ(t) une function localement a varia-
tion bornέe definie sur [0, +°°] Supposons que σ(t) vέeriβe:
σ
(t) = p *
πa
avec P>0, 0<α<l et β>0. Alors pour tout X$/?+, Γintέgrale de Stieljes:
J σ^ ' est absolument convergente et on a:o t — X
(is)v ;
ί— x ; L|χ|
5.5. Fin de la demonstration du theoreme 1
Posons
_ f +OB VΓdN^Γ) r
χ Jo ί-χ Jo
D*ou Γon tire
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. _ _ v ,
Jo £— X 2 Jo t— X 2
On etudie le comportement en X des deux termes du second membre et la
formule de Pleijel permet d'en deduire N_(i).
Supposons que Jl verifie (Rh). On a facilement:
(15)





h est la transformee de Stieljes de dσ(t) oύ σ(ί)—\ \Λ dN(\/s ). On on a:
Jo
et le lemme 5.3 donne:
σ(ί) = -JL_->






= I Im pi(x)dx.JΩ
Posons
C2 = Re prfίcVfo et A.(λ) =
ί— X
A_ est la transformόe de Stieljes de dσ..(t) ou σ_(t)—\ >
Jo
De la formule de Pleijel on deduit alors
(17) σJt) - -- - - (C, sin -^-C2 cosv ; v ;
 2m 2m
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Par un calcul analogue a celui fait dans [1] (p. 258-260) on obtient:
N-(T) = V-1*i"
Lorsque Jl vέrifie (Rh+ι) on obtient de la meme mantere:
ΛL(ί) = γ,t*'m + O(t<*-βVm), ί-*+oo, pour tout
Compte tenu du lemme 5.3 le thόordme 1 est dέmontrό.
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